Tema 3

Representacion de Fourier: seiales periodicas
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (l)

= Representar la sefial x[n], periodica de periodo N, como suma ponderada de
exponenciales complejas

2T

Rn] = ) A[kle/n =} Ak]e/ %m; 0, = =
k k

= ;Cuantos términos se usaran en la representacion?

— Exponencial compleja: N periodica a frecuencia k = N exponenciales complejas

distintas
e](k+N)Q.0n — e]kﬂone]N.Qon — e]kﬂon; NQO — 27-[
luego
. 2T
Rln] = ) Alkleom; 0y =2

k=(N)
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (ll)

= Para ver la bondad de la aproximacion analizaremos el error cuadratico medio (MSE)
entre la sefial y su representacion mediante series

1
MSE = — z x[n] — £[n]|?
n=(N)

= Ortogonalidad exponenciales complejas:

N-1
z pJ(k—m)Qon — z o (k=m)Qon _ N, k =m
0, k +#m

n=(N) n=0
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (lll)

Representamos la sefial periodica x[n] mediante la serie

. 2T
2[n] = z Alk]e/0om; 0y = —
k=(N)

¢,Cuanto valen los coeficientes A[k] que minimizan el error cuadratico medio en la
aproximacion?

MSE =% z x[n] — 2[n]|? =% z

n=(N) n=(N)

x[n] — Alk]e/*on

Expandimos el modulo al cuadrado

MSE =% z <x[n] - z A[k]ejk90"> (x[n] = z A[m]ejm90">

n=(N) k=(N) m=(N)
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (V)

Operando
1
MSE = N z x[n]x*[n] —
n=(N)
1 .
N z x[n] A*[m]eIm&on _
n=(N) m=(N)
1 .
N 2 x*[n] ) Alk]e/*m +
n=(N) k=(N)
1 . .
+5 z z Alk]e ko z A*[m]e~/mibon
n=(N) k=(N) m=(N)
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (V)

Reordenamos la expresion anterior para expresar el MSE como

MSE = % z |x[n]|? —

n=(N)

+ ) ) AlklA[m] (% > eﬂk-m)ﬂo")

k=(N) m=(N)
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (VI)

= Definimos

1 .
X[k] = v z x[n]e7Hon
n=(N)

y aplicamos la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales complejas,

MSE = — zlx z A [k X[k] —

n (N) k=(N)
= D AR + ) ALK =
k=(N) k=(N)

=% z Ix[n]]? + z (1A[K]1* — A[k]X*[k] — A*[k]X[K])

n=(N) k=(N)
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (VII)

Sumando y restando ¥ _ vy | X [k]2

1
MSE =5 z |x[n]|? +
n=(N)

£y QALK — AKX T] - A TIXTK] 4T — Y IXTR]I =
k=(N) k=(N)

== > Ixlnll2 4 Y (Alk] — XD ALK~ XTED) — Y XK

N
n=(N) k=(N) ke=(N)
1
MSE =y Ixfnll2+ Y [ALK - X[KI2— Y IX[K]F?
n=(N) k=(N) k=(N)
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (VIII)

= E| error se minimiza si

z A[K] — X[K][2=0 = A[k] = X[K]
k=(N)

1
MSE =5 z |x[n]|? — z | X[k]|?
n=(N) k=(N)

Analizamos ¥, _ | X [k]%:

XUKIZ = ) XXk =

k=(N) k=(N)
= z 1 z x[n]e_jkﬂ'on 1 x[m]e_]kﬂom *
N N
k=(N) n=(N) m=(N)
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (IX)

reorganizando

z | X[k]|* =% z z x[n]x*[m] (% z g/ kQo(m—n)

k=(N) n=(N) m=(N) k=(N)
1 1
— ] = — 2
= > xlnlx[n] =5 ) Ixlnl]
n=(N) n=(N)

y sustituyendo en Ia ecuacion del MSE
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (X)

= Representacion mediante serie de Fourier:

r
x[n] = z X[k]e kQon
) DTFS; Qg , ¥ k=(N)

1 .
X[k] = v z x[n]e7¥on
. n=(N)

= X[k] son periodicos de periodo N

1 . 1
n=(N) n=(N)

1 : 1
n=(N) n=(N)
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Series de Fourier: Seinales discretas en el tiempo-DTFS (XI)

DOMINIO DEL TIEMPO SENAL PERIODICA SENAL APERIODICA
Series de Fourier (FS) Transformada de Fourier (FT)

<
> 2
Z o
3 z
e <
—
= =
Z
L Z
e @

Series de Fourier (DTFS) Transformada de Fourier (DTFT)
. xfnl = > X[k]e/oon <
= (&)
T k=(N) )
o ')
O =
22 i
= 1 ko o
= X[kl =+ Z x[n]e Ik fon 2
i = i
@ @
2m
x[n],X[k] periodo (N),Q, = N
SENAL DISCRETA SENAL CONTINUA DOMINIO DE LA FRECUENCIA
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Series de Fourier: Seiales discretas en el tiempo-DTFS (XI)

= Ejemplo 1: Encontrar la representacion mediante series de Fourier de la sefal

x[n] = cos (gn + CID)

= Ejemplo 2: Encontrar los coeficientes de la serie de Fourier de la onda periodica cuadrada
de periodo N representada a continuacion:

x[n] = {}) _an) ZafOM; N periédica
x[n]
AR T
-M 0 M N—M N N+ M
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (l)

= Representamos una sefial continua en el tiempo y periodica de periodo T mediante la
serie

x(t) = zA[k]ejk‘”Ot; Wy = —
K

= ; Cuantos términos contribuyen a la representacion?

— Exponenciales continuas e/*®ot son distintas para cada kw,, luego se pueden
encontrar infinitos términos distintos en la serie

x(t) = z Alk]e/*®@ot: @y = —

k=—o
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (ll)

= Calcularemos el error cuadratico medio entre la sefial y su representacion mediante
series para ver la bondad de la aproximacion

1
MSE = —J |x(t) — £(t)|? dt
T'Jir)

= Propiedad de ortogonalidad de las exponenciales complejas:

T T i
j ej(k—m)wotdt — j ej(k—m)a)otdt — { )
(T) 0 0, k

# 1
S 3
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (lll)

Representamos la sefal periddica x (t) mediante la serie truncada

L
2(0) = z Alk]el*wot

k=—L

¢, Cuanto valen los coeficientes 4A[k] que minimizan el error cuadratico medio en la
aproximacién?
2

1 1 - |
MSE = —J |x(t) — 2(t)|? dt = —J x(t) — z Alk]elkwot| dt
T Jiry (T)

I k=—L
Expandimos el modulo al cuadrado
L L ’
MSE = %J x(t) — z Alk]elk®@ot 1| x(t) — z A[m]e/m@ot | d¢
(T} k=L m=—L
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (IV)

Operando

1
MSE = —J x(t)x*(t)dt
T'Jiry

1 - |
——J x*(t) z Alk]e/k@otdt +
(T)

+1j z zA k] A*[m]e/ (k=m)wot g =
T Jery

k=—Lm=
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (V)

Reordenamos la expresion anterior para expresar el MSE como

1
MSE = —J |x(0)|?dt —
T Jiry

L
= z A*[m] (%j x(t)e Imwot dt) —
(T)

m=—L

- 1
= z Alk] —j x*(t)elkwot dt | +

T Jiry
k=-—L
1 |

z z Al[k] A*[m (— j ef(k‘m)"’otdt)
Pl Ery
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (VI)

= Definimos

X[k] = —J x(t)e k@t ¢
(T)

entonces,

1
MSE = —j |x(0)|?dt —
T Jiry

L

L L

+ ) ) ALK A%Tm] (% j( T)ej(k‘m)“’otdt)

k=—L m=-L
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (VI)

Aplicando la propiedad de ortogonalidad de las exponenciales complejas:

L L L
1
SE = = 2dt — A" k| X k| — Alk)|X"k Alk]|?
MsE =g | ol RZL [KIXTK RZL KIXT] + Y |ALK]

k=—-L

Sumando y restando Y'%__, |X[k]|?:

L

L
_Hl 2 . 2 2
MSE = ijlx(t)l dt +RZZL|A[k] X[k]| z X[k

k=—-L

El error se minimiza si

L
zlA[k]—X[k]|2=O —  Alk] = X[k]
k=-—L
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (VIlI)

Luego los coeficientes que minimizan el error cuadratico medio son los coeficientes de
Fourier que hemos definido anteriormente

1

X[k] = —J x(t)e k@t ¢
T'Jir)

L
1
MSE = ?J(T)Ix(t)lzdt — z | X[k]|?

k=—-L

= SiL — oo, X(t) — x(t) y larepresentacion mediante serie de Fourier:

( (o)
x(t) = z X[k]ekwot
FS; Wy
x(t) < > X[k] < f=—co
1 .
X[k] = —J x(t)e Tkwol gt
\ T'Jiry
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (IX)

DOMINIO DEL TIEMPO SENAL PERIODICA SENAL APERIODICA
Series de Fourier (FS) Transformada de Fourier (FT)

= x()= ) X[k] koot S
% k=—00 CE)
3 z
e 1 . %
= X[k] = —f x(t)eTkwot gt =
lE T (T) =z

L
@ 7]

2
x(t) periddica (T); wy = ?n
Series de Fourier (DTFS) Transformada de Fourier (DTFT)
= x[n] = X[k]eskQon <
i k=(N) CED
o ')
O =
& i
= 1 ka o
ks Xkl =g 2, xlnlemen 2
i n=N) =
wn wn
2m
x[n],X[k] periodo (N),Q, = N
SENAL DISCRETA SENAL CONTINUA DOMINIO DE LA FRECUENCIA
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (X)

= ;Bajo que condiciones la serie infinita converge a x(t)?

2(0) = z X[k]e/k@ot — x(t)

k=—o

Si X(t) tiene potencia media finita en un periodo

1
—J |x(t)|?dt < oo
T'Jiry

entonces, MSE = 0 (esto se cumple para muchas sefales)

Que MSE = 0 no significa que X (t) = x(t) Vt, significa que la potencia media del error
en la reconstruccion es nula
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (XI)

Condiciones de Dirichlet: garantizan la convergencia punto a punto para todos los valores
de t si excepto para las discontinuidades

« Condicion 1: x(t) es integrable en valor absoluto (esta acotada)
j lx(t)|dt < o
(T)

« Condicion 2: x(t) tiene un numero finito de maximos y minimos en un periodo
(variacion acotada)
Ejemplo de sefial que incumple la condicion 2:
x(t)
\ [\ /\1 2 t

21T
x(t) =Sin<T),O <t<l1

-
-
-

—
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (XIl)

« Condicién 3: x(t) tiene un numero finito de discontinuidades en un periodo
Ejemplo de sefial que incumple la condicion 3:

T = 8, infinitas discontinuidades

1

L
_LL;~114

i

8

16 t

Si se satisfacen las condiciones de Dirichlet, entonces X(t) = x(t) Vt excepto en las

discontinuidades donde
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS(XIII)

= Fenomeno de Gibbs

x(t) = Z X[k]ejkwot " = 0 T NG T, 0 T, S

xn () xn()
AAAAY \PArrr A
/ \ N=7 N=19
N 0 LV —T 0 T

xn()

N=79
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Series de Fourier: Seiales continuas en el tiempo-FS (XIV)

= Ejemplo 1: Encontrar la representacion mediante series de Fourier de la sefal

x(t) = 3cos (gt + %)

= Ejemplo 2: Encontrar los coeficientes de la serie de Fourier de la onda periodica cuadrada
de periodo T representada a continuacion:

1, —-T.<t<T .
x(t) =1 S — 7 — °S- T periodica
(©) {O, otro caso '’ P
Ax(t)
| | | | o’
2T _7 -T, 0 T, T 2T
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